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Cap. 40
Estimación del Estado en un Sistema

SISTEMAS «SI-SO» (continuos)
ESTIMADORES DE ORDEN «n»
Estimador Ge para «d = 0»
Diseño estimadores Ge de «orden n» y «d = 0»
ESTIMADORES DE ORDEN «n-1»
Diseño estimadores Ge de «orden n-1» y «d = 0»

SISTEMAS «MI-MO» (discretos)

ECUACIONES DE ESTADO

Diseño
_________________________________________________________________________________

SISTEMAS «SI-SO» (continuos)

ESTIMADORES DE ORDEN «n»

Se trabajará sobre una planta Gp de la forma


x´  =  A  x  +  b u


y   =  cT x  +  d u




con un estimador Ge implementado de la siguiente manera




de donde se deduce aplicando superposición la siguiente simplificación





x^´  =  Ae x^  +  h y  +  be  u


y    =  cT  x^  +  d u


Ae  =  A - hcT

be   =  b - hdT

Af   =  A - ( b - hdT ) kT  



-s1
a12  


A  =



a21 
-s2   


se1
ae12 









Ae  =

   












ae21 
-se2  











Det (s I - A)  =  (s + s1) (s + s2)  =  s2 + a1s + a2  = 0

Estimador Ge para «d = 0»


Sean


x^´  =  Ae x^  +  h y  +  b u


y    =  cT  x^


Ae  =  A - hcT


be   =  b


Af   =  A - b kT  


y    =  x1   cT   =   [ 1  0 ... 0 ] 



-s1
a21  









AT  =

   











a12 
-s2   











Se usará la transformación lineal P




x   =   P-1 . x# 

x^  =   P-1 . x^# 

x^#´  =  A# x^#  +  h# y  +  b#  u

hT   =   P-1 .  h#   =  [ h1  h2 ]T 









o11
o12  
O   =   [ cT   ATcT   (AT)2cT ...   (AT)n-1cT ]   =  [ cT   ATcT ]   = 

   









o21 
o22   
O-1   =   ( Adj O ) T / ( Det O ) 










o#11
o#12  
O#   =   [ c#T   A#Tc#T   (A#T)2c#T ...   (A#T)n-1c#T ]   =  [ c#T   A#Tc#T ]   = 

   










o#21 
o#22   





q11
q12  
P-1  =  ( O-1 )T . O#T  =  ( O# . O-1 )T  =   

   







q21 
q22   






p11
p12  
P   =   ( Adj P-1 ) / ( Det P-1 )  =   


   







p21 
p22   



0   0  -a3  

0    -a2  





A#  =   P. A . P-1   =
1   0  
-a2   
= 
   








0   1
-a1  

1     -a1  


b#  =   P. b . P-1   =  [ ...  b#2  b#1 ]T  =  [ b#2  b#1 ]T
c#T  =  [ 0  0  ... 1 ]T   =  [ 0  1 ]T  

h#T  =  [ h#1  h#2 ... ]T  =  [ h#1  h#2 ]T



0  0  -(a1+h#1) 
0   0  -a#e3  

A#e  =
A#  - h# c#T  =
 1  0  -(a2+h#2)     =
1   0  
-a#e2   
matriz canónica observable



0  1  -(a3+h#3) 
0   1
-a#e1  
Det (s I - Ae#)  =  (s + e1) (s + e2)  =  s2 + ae1s + ae2  = 0

y se observa finalmente que

h#T  =  [ (ae2 - a2) (ae1 - a1) ]T
Diseño estimadores Ge de «orden n» y «d = 0»

Se proponen los polos de la Glc y se calcula kT —según se explica en el capítulo de realimentación del estado. 

Ahora, para que sea efectiva la realimentación, procedemos a calcular el estimador Ge. Debemos para ello tener los siguientes datos:


A  = ...


c = ...

Dominante {s1; s2} = ...


b = ...




Dominante {sf1; sf2} = ...

Supondremos una planta Gp de segundo orden (n = 2).

Se eligen los polos de Ge muy veloces tal que no afecten a los de Gp, que mantengan el dominante en Glc, y que permitan seguir fielmente al estado real «x» —mínimo error—, es decir:


Dominante {s1; s2}  «   Dominante {e1; e1}  »   Dominante {sf1; sf2}


e1 = ...  , e2 = ...   

Se calculan los coeficientes de la Gp


Det (s I - A)  =  (s + s1) (s + s2) (s + s3)  =  s3 + a1s2 + a2s + a3  = 0


a1 = ...  , a2 = ...

y si se calculan también los coeficientes del estimador Ge


Det (s I - Ae)  =   Det (s I - Ae#)  =  (s + e1) (s + e2)  =  s2 + ae1s + ae2  = 0


ae1 = ...  , ae2 = ...   

se podrá con ello determinar


h#T  =  [ (ae2 - a2) (ae1 - a1) ]T  =  [ h#1  h#2 ]T  = ...

Se halla la observabilidad O


-s1
a21  











ATcT  =

   
.  [ 1  0 ]T  = ...










a12 
-s2   



















o11
o12  
O   =   [ cT   ATcT   (AT)2cT ...   (AT)n-1cT ]   =  [ cT   ATcT ]   = 

   
= ...









o21 
o22   
O-1   =   ( Adj O )T / ( Det O )  = ...

Se calcula la matriz canónica observable de la planta original Gp


0   0  -a3  

0    -a2  






A#  =   
1   0  
-a2   
= 
   

= ...


0   1
-a1  

1     -a1  


c#T  =  [ 0  0  ... 1 ]T   =  [ 0  1 ]T  










o#11
o#12  
O#   =   [ c#T   A#Tc#T   (A#T)2c#T ...   (A#T)n-1c#T ]   =  [ c#T   A#Tc#T ]   = 

             = ...










o#21 
o#22   

0   0   -(a1+ h1#) 

0   0   -ae3# 






Ae#  =   
1   0  
-(a2+ h2#)  
= 
1   0  
-ae2#    = ...


0   1
-(a3+ h3#)  

0   1
-ae1#  


y con ello nuestra matriz de transformación lineal P-1





q11
q12  
P-1  =  ( O-1 )T . O#T  =  ( O# . O-1 )T  =  

   
= ...






q21 
q22   
P   = ...

b#  = ...




ESTIMADORES DE ORDEN «n-1»

De lo visto para el estimador general de «orden n» y «d = 0»




Ae  =  A - hcT

Det (s I - Ae)  
=   Det (s I - Ae#)  =  (s + e1) (s + e2) ... (s + en) = 



=   sn + ae1sn-1 + ...  aen  =  s2 + ae1s + ae2  = 0
x   =   P-1 . x# 

x#´  =  A# x#  +  b#  u

y    =  c#T  x#





q11
q12  
P-1  =  ( O-1 )T . O#T  =  ( O# . O-1 )T  =   

   







q21 
q22   






p11
p12  
P   =   ( Adj P-1 ) / ( Det P-1 )  =   


   







p21 
p22   



0   0  -a3  

0    -a2  





A#  =   P. A . P-1   =
1   0  
-a2   
= 
   








0   1
-a1  

1     -a1  


b#  =   P. b    =  [ b#n ...  b#2  b#1 ]T  =  [ b#2  b#1 ]T
c#T  =  [ 0  0  ... 1 ]T   =  [ 0  1 ]T  

modificamos nuevamente con la transformación que sigue «W»



1   0  -aen-1  



W  
=   
0   1  
-aen-2   




0   0
      1  




1   0   aen-1  



W-1  
=   
0   1  
 aen-2   




0   0
      1  


x*   =   W . x# 




de donde

x*´  =  A* x*  +  b*  u

y    =  c*T  x*



0  0 ... 0  -aen-1
   [aen-1(a1-ae1)
+(0-an)]
           




1  0 ... 0  -aen-2
    [aen-2(a1-ae1)
+(aen-1-an-1)]





0  1 ... 0  -aen-3
    [aen-3(a1-ae1)
+(aen-2-an-2)]
A11*       A12*

A*  =   W. A# . W-1   =
...






 = 



0  0 ... 1  -ae1                 [ae1   (a1-ae1)
+(ae2-a2)]         0...1   ae1-a1



0  0 ... 0   1                    [                0 
+(ae1-a1)]         







(b#n   b#1) aen-1








(b#n-1b#1) aen-2








(b#n-2b#1) aen-3


b*  =   W. b . W-1   =  [ b*n ...  b*2  b*1 ]T  =
...









(b#2   b#1) ae1







(b#1    0)



c*T  =  [ 0  0  ... 1 ]T 

quedando finalmente las ecuaciones para «n-1» estados

x(n-1)^*´  =  A(n-1)* x(n-1)^*  +  h(n-1)*T y  +  b(n-1)*T  u

con

A(n-1)*  =   A11*
h(n-1)*   =   A12*
b(n-1)*   =   [ b*n ...  b*2 ]

y para todos los estados

x^*´  =  A* x^*  +  h* y  +  b*  u




Diseño estimadores Ge de «orden n-1» y «d = 0»

Se proponen los polos de la Glc y se calcula kT —según se explica en el capítulo de realimentación del estado. 

Ahora, para que sea efectiva la realimentación, procedemos a calcular el estimador Ge. Debemos para ello tener los siguientes datos:


A  = ...


c = ...

Dominante {s1; s2} = ...


b = ...




Dominante {sf1; sf2} = ...

Supondremos una planta Gp de segundo orden (n = 2).

Se eligen los polos de Ge muy veloces tal que no afecten a los de Gp, que mantengan el dominante en Glc, y que permitan seguir fielmente al estado real «x» —mínimo error—, es decir:


Dominante {s1; s2}  «   Dominante {e1; e1}  »   Dominante {sf1; sf2}


e1 = ...  , e2 = ...   

Se calculan los coeficientes de la Gp


Det (s I - A)  =  (s + s1) (s + s2) (s + s3)  =  s3 + a1s2 + a2s + a3  = 0


a1 = ...  , a2 = ...

y si se calculan también los coeficientes del estimador Ge


Det (s I - Ae)  =   Det (s I - Ae#)  =  (s + e1) (s + e2)  =  s2 + ae1s + ae2  = 0


ae1 = ...  , ae2 = ...   

Se halla la observabilidad O


-s1
a21  











ATcT  =

   
.  [ 1  0 ]T  = ...










a12 
-s2   



















o11
o12  
O   =   [ cT   ATcT   (AT)2cT ...   (AT)n-1cT ]   =  [ cT   ATcT ]   = 

   
= ...









o21 
o22   
O-1   =   ( Adj O ) T / ( Det O )  = ...

Se calcula la matriz canónica observable de la planta original Gp


0   0  -a3  

0    -a2  






A#  =   
1   0  
-a2   
= 
   

= ...


0   1
-a1  

1     -a1  


y con ello

c#T  =  [ 0  0  ... 1 ]T   =  [ 0  1 ]T  










o#11
o#12  
O#   =   [ c#T   A#Tc#T   (A#T)2c#T ...   (A#T)n-1c#T ]   =  [ c#T   A#Tc#T ]   = 

             = ...










o#21 
o#22   





q11
q12  
P-1  =  ( O-1 )T . O#T  =  ( O# . O-1 )T  =  

       
= ...






q21 
q22   





p11
p12  
P   =   ( Adj P-1 ) / ( Det P-1 )  =   


   
= ...






p21 
p22   
b#  =   P. b    =  [ b#n ...  b#2  b#1 ]T  =  [ b#2  b#1 ]T   = ...

Estamos entonces en condiciones de hallar al estimador




0  0 ... 0  -aen-1





1  0 ... 0  -aen-2
 
0
-aen-1  


A(n-1)*  =   A11*   =
0  1 ... 0  -aen-3
   =   

       

= ...



...

 
 
1 
-aen-2




0  0 ... 1  -ae1   



aen-1(a1-ae1)
+(0-an)





aen-2(a1-ae1)
+(aen-1-an-1)
aen-1(a1-ae1)
+(0-an)    

h(n-1)* = A12* =
aen-3(a1-ae1)
+(aen-2-an-2)
  =    

   =



...



ae1   (a1-ae1)
+(ae2-a2) 


ae1   (a1-ae1)
+(ae2-a2)





(b#n   b#1) aen-1






(b#n-1b#1) aen-2


b(n-1)*   =   [ b*n ...  b*2 ]T   =
(b#n-2b#1) aen-3
  =   (b#2   b#1) ae1= 





...







(b#2   b#1) ae1



1   0   aen-1  



W-1  
=   
0   1  
 aen-2   
= 


0   0
      1  


SISTEMAS «MI-MO» (discretos)
ECUACIONES DE ESTADO

Las ecuaciones de sistema de la planta Gp son

  x(k+1)

=  A  x(k)   
+   B  u(k)

  y(k)   
=  C  x(k)




dinámicamente (r = 0)

   u(k)   

=  - K  x(k)
   x^(k+1)
=  A  x^(k)   
+   B  u(k)   +   H [ y(k) - y^(k) ]

el error

   e(k)   

=  x(k) -  x^(k)



de donde se deducen

   x^(k+1)
=  (A - HC)  x^(k)   
+   B  u(k)   +   H y(k)
   e(k+1)   
=  ( A - HC ) e(k)
Diseño

Sean las transformaciones

   x(k)

=  Q  x*(k)
   x^(k)

=  Q  x^*(k)
   Q

=  ( WOT )-1
   O   

=   [ CT   ATCT   (AT)2CT ...   (AT)n-1CT ] 
matriz de observabilidad




an-1   an-2  ...  a1   1 




an-2   an-3  ...  1     0  

   W   

=
...

         



a1     1      ...   0    0  



1       0     ...   0    0 

   Det (zI - A)  =  (z - z1) (z - z2) ... (z - zn)  =  zn + a1zn-1 + ...  an-1z + an  =  0

de donde se demuestran que

  x*(k+1)
=  Q-1AQ  x*(k)   +   Q-1B  u*(k)

  y(k)   

=  CQ       x*(k)







0   0  ...  0   -an   




1   0  ...  0   -an-1 

   Q-1AQ  
=
...

    



0   0  ...  1   -a1   

   CQ

=   [ 0   0  ...  0   1 ]

   e(k)   

=  x*(k) -  x^*(k)
   e(k+1)   
=  Q-1( A - HC )Q e(k)
Se busca en el diseño:


1) que e(k) sea lo más pequeño y rápido posible


2) que e(k+1) sea estable (denominado como dinámica del error del sistema)

por lo que se adoptan los polos del estimador Ge más rápidos que el lazo cerrado Glc (unas 4 o 5 veces)


Dominante {s1; s2}  «   Dominante {e1; e2}  
»   Dominante {sf1; sf2}


Dominante {z1; z2}  »   Dominante {ze1; ze2}  
«   Dominante {zf1; zf2}


ze1 = ...  , ze2 = ...   

Se seleccionan o son datos los coeficientes de la planta Gp y del lazo cerrado Glc (aquí si todos los «1, 2,... n» son nulos entonces no tenemos oscilaciones en el lazo cerrado)

   Det (zI - A)  =  (z - z1) (z - z2) ... (z - zn)  =  zn + a1zn-1 + ...  an-1z + an  =  0


a1 = ...  , a2 = ...   

   Det (zI - Af)  =  (z - zf1) (z - zf2) ... (z - zfn)  =  zn + 1zn-1 + ...  n-1z + n  =  0


1 = ...  , 2 = ...   

Se calculan





h1* 

n - an 





h2*  

...         

   h*  
=
Q-1h
=
...    =
2 - a2  =   ...





hn* 

1 - a1 

   h  
=
Q h*
=
( WOT )-1 h*   =   ...

_________________________________________________________________________________
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